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V-1-6. 掃き出し法 

 

行列式の計算法としてサラスの方法は一見確実な方法です。しかし、行列が大きくなると

計算の過程が長くなり、コンピュータを使わないで計算する場合、計算間違いをする確率

が高くなります。そのため、行列式の計算には「掃き出し法」が使われるのが一般的です。

掃き出し法は、連立方程式の解法として一般的に使われる方法で、行や列の入れ替えと行・

列の足し引きだけによって行列の次数を下げていく作業です。これを使えば、逆行列を計

算する必要もありませし、行列や線形代数学の知識も必要ではありません。この解説の目

的は、多変量解析のためにその基礎として線形代数学の知識の確認です。そのため、一般

の教科書とは異なり、初めに掃き出し法を説明しませんでした。掃き出し法も行列の基本

変形の一つであり、掃き出し法を知ることによって、不定解や不能解と行列の正則性の理

解も容易になります。 

 

掃き出し法による連立方程式の解法.  

中学校で習った連立方程式の解法は掃き出し法です。 

以下のような連立方程式を考えます。 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝛼          i 

𝑘𝑥 + 𝑙𝑦 + 𝑚𝑧 = 𝛽          ii 

𝑠𝑥 + 𝑡𝑦 + 𝑢𝑧 = 𝛾           iii 

この連立方程式を行列絵描くと次のようになります。 

൭
𝑎 𝑏 𝑐
𝑘 𝑙 𝑚
𝑠 𝑡 𝑢

൱ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ = ൭

𝛼
𝛽
𝛾

൱ 

つぎのような拡大行列を作ってみます 

൭
𝑎 𝑏 𝑐 ⋮ 𝛼
𝑘 𝑙 𝑚 ⋮ 𝛽
𝑠 𝑡 𝑢 ⋮ 𝛾

൱ 

点線の左側の行列を行、列に入れ替えと足し合わせによって、単位行列にすることを考え

ます。 

൭
𝑎 𝑏 𝑐 ⋮ 𝛼
𝑘 𝑙 𝑚 ⋮ 𝛽
𝑠 𝑡 𝑢 ⋮ 𝛾

൱ 

第一行を𝑎で割ります 

൮
1

𝑏

𝑎

𝑐

𝑎
 ⋮ 

𝛼

𝑎
𝑘 𝑙 𝑚 ⋮ 𝛽
𝑠 𝑡 𝑢 ⋮ 𝛾

൲ 

第二行から、第一列の𝑘倍を差し引きます。 



表示 

 

⎝

⎜
⎛

1
𝑏

𝑎

𝑐

𝑎
       ⋮    

𝛼

𝑎

0 𝑙 −
𝑏

𝑎
𝑘    𝑚 −

𝑐

𝑎
𝑘 ⋮ 𝛽 −

𝛼

𝑎
𝑘

𝑠 𝑡  𝑢       ⋮     𝛾 ⎠

⎟
⎞

 

第３行から、第一列の𝑠倍を差し引きます。 

⎝

⎜
⎜
⎛

1
𝑏

𝑎
        

𝑐

𝑎
      ⋮      

𝛼

𝑎

0 𝑙 −
𝑏

𝑎
𝑘         𝑚 −

𝑐

𝑎
𝑘 ⋮ 𝛽 −

𝛼

𝑎
𝑘

0 𝑡 −
𝑏

𝑎
𝑠          𝑢 −

𝑐

𝑎
𝑠 ⋮ 𝛾 −

𝛼

𝑎
𝑠⎠

⎟
⎟
⎞

 

第二行を𝑙 −



𝑘で割ります。  

⎝

⎜
⎜
⎛

1
𝑏

𝑎
                        

𝑐

𝑎
           ⋮             

𝛼

𝑎

0 1        
𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑎

𝑎

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
⋮

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑎

0 𝑡 −
𝑏

𝑎
𝑠                       𝑢 −

𝑐

𝑎
𝑠        ⋮        𝛾 −

𝛼

𝑎
𝑠

𝑎

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏

⎠

⎟
⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎜
⎛

1
𝑏

𝑎

𝑐

𝑎
      ⋮      

𝛼

𝑎

0 1
𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
  ⋮

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏

0 𝑡 −
𝑏

𝑎
𝑠 𝑢 −

𝑐

𝑎
𝑠 ⋮ 𝛾 −

𝛼

𝑎
𝑠 ⎠

⎟
⎟
⎞

 

   第１行から



× 第２行を引きます。 

⎝

⎜
⎜
⎛

1 0
𝑐

𝑎
− ൬

𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
൰ 

𝑏

𝑎
     ⋮      

𝛼

𝑎
−

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏

𝑏

𝑎

0 1
𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
  ⋮

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏

0 𝑡 −
𝑏

𝑎
𝑠 𝑢 −

𝑐

𝑎
𝑠  ⋮ 𝛾 −

𝛼

𝑎
𝑠 ⎠

⎟
⎟
⎞

 

   第３行からቀ𝑡 −
௦


𝑏ቁ × 第 2 行を引きます。 

⎝

⎜
⎜
⎛

1 0
𝑐

𝑎
− ൬

𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
൰ 

𝑏

𝑎
       ⋮             

𝛼

𝑎
−

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏

𝑏

𝑎

0 1
𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
                   ⋮                   

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏

0 0 𝑢 −
𝑐

𝑎
𝑠 − ൬

𝑡𝑎 − 𝑠𝑏

𝑎
൰ ൬

𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
൰ ⋮ 𝛾 −

𝛼

𝑎
𝑠 − ൬

𝑡𝑎 − 𝑠𝑏

𝑎
൰ ൬

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
൰

⎠

⎟
⎟
⎞

 



表示 

 

式が複雑になったので記号化して部分的に計算します。 

= ൭
1 0 𝐴  ⋮ 𝐵 
0 1 𝐶  ⋮ 𝐷
0 0 𝐸 ⋮  𝐹

൱ 

 

𝐴 =
𝑐

𝑎
− ൬

𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
൰ 

𝑏

𝑎
=

𝑙𝑎𝑐 − 𝑘𝑏𝑐 − 𝑚𝑎𝑏 + 𝑘𝑏𝑐

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
=

𝑙𝑐 − 𝑚𝑏

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

   𝐵 =  
𝛼

𝑎
−

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏

𝑏

𝑎
=

𝑙𝑎𝛼 − 𝑘𝑏𝛼 − 𝛽𝑎𝑏 + 𝛼𝑘𝑏

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
=

𝑙𝛼 − 𝛽𝑏

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

𝐶 =
𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
 

𝐷 =
𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
 

𝐸 = 𝑢 −
𝑐

𝑎
𝑠 − ൬

𝑡𝑎 − 𝑠𝑏

𝑎
൰ ൬

𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
൰ =

𝑎𝑢 − 𝑐𝑠

𝑎
− ቆ

(𝑡𝑎 − 𝑠𝑏)(𝑚𝑎 − 𝑘𝑐)

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
ቇ 

=
(𝑎𝑢 − 𝑐𝑠)(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏) − (𝑡𝑎 − 𝑠𝑏)(𝑚𝑎 − 𝑘𝑐)

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

=
𝑎ଶ𝑙𝑢 − 𝑎𝑐𝑙𝑠 − 𝑎𝑏𝑘𝑢 + 𝑏𝑐𝑘𝑠 − 𝑎ଶ𝑚𝑡 + 𝑎𝑏𝑚𝑠 + 𝑎𝑐𝑘𝑡 − 𝑏𝑐𝑘𝑠

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

=
𝑎(𝑎𝑙𝑢 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡)

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

=
𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
 

𝐹 = 𝛾 −
𝛼

𝑎
𝑠 − ൬

𝑡𝑎 − 𝑠𝑏

𝑎
൰ ൬

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
൰ 

=
(𝑎𝛾 − 𝛼𝑠)(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏) − (𝑡𝑎 − 𝑠𝑏)(𝛽𝑎 − 𝛼𝑘)

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

=
𝑎ଶ𝛾𝑙 − 𝑎𝛼𝑙𝑠 − 𝑎𝑏𝛾𝑘 + 𝑏𝛼𝑘𝑠 − 𝑎ଶ𝛽𝑡 + 𝑎𝑏𝛽𝑠 + 𝑎𝛼𝑘𝑡 − 𝑏𝛼𝑘𝑠

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

=
𝑎(𝑎𝛾𝑙 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝛾𝑘 − 𝑎𝛽𝑡 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡)

𝑎(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

=
𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
 

   第 3 行を E で割ります。 

൮

1 0 𝐴  ⋮ 𝐵 
0 1 𝐶  ⋮ 𝐷

0 0 1 ⋮  
𝐹

𝐸

൲ 
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𝐹

𝐸
=

𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
 

  第 2 行から C × 第 3 行を引きます。 

⎝

⎜
⎛

1 0 𝐴  ⋮      𝐵 

0 1        0  ⋮ 𝐷 −
𝐹

𝐸
𝐶

0 0 1 ⋮       
𝐹

𝐸 ⎠

⎟
⎞

 

𝐷 −
𝐹

𝐸
𝐶 =

𝛽𝑎 − 𝛼𝑘

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
−

𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
×

𝑚𝑎 − 𝑘𝑐

𝑙𝑎 − 𝑘𝑏
 

=
(𝛽𝑎 − 𝛼𝑘)(𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡) − (𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡)(𝑚𝑎 − 𝑘𝑐)

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡)
 

分子について 

𝛽𝑎𝑎𝑙𝑢 + 𝛽𝑎𝑏𝑚𝑠 + 𝛽𝑎𝑐𝑘𝑡 − 𝛽𝑎𝑐𝑙𝑠 − 𝛽𝑎𝑏𝑘𝑢 − 𝛽𝑎𝑎𝑚𝑡 − 𝛼𝑘𝑎𝑙𝑢 − 𝛼𝑘𝑏𝑚𝑠 − 𝛼𝑘𝑐𝑘𝑡 + 𝛼𝑘𝑐𝑙𝑠 + 𝛼𝑘𝑏𝑘𝑢 + 𝛼𝑘𝑎𝑚𝑡 

−𝑚𝑎𝑎𝑙𝛾 − 𝑚𝑎𝑏𝛽𝑠 − 𝑚𝑎𝛼𝑘𝑡 + 𝑚𝑎𝛼𝑙𝑠 + 𝑚𝑎𝑏𝑘𝛾 + 𝑚𝑎𝑎𝛽𝑡 + 𝑘𝑐𝑎𝑙𝛾 + 𝑘𝑐𝑏𝛽𝑠 + 𝑘𝑐𝛼𝑘𝑡 − 𝑘𝑐𝛼𝑙𝑠 − 𝑘𝑐𝑏𝑘𝛾 − 𝑘𝑐𝑎𝛽𝑡 

= 𝛽𝑎𝑎𝑙𝑢 − 𝛽𝑎𝑐𝑙𝑠 − 𝛽𝑎𝑏𝑘𝑢 − 𝛼𝑘𝑎𝑙𝑢 − 𝛼𝑘𝑏𝑚𝑠 + 𝛼𝑘𝑏𝑘𝑢 − 𝑚𝑎𝑎𝑙𝛾 + 𝑚𝑎𝛼𝑙𝑠 + 𝑚𝑎𝑏𝑘𝛾 + 𝑘𝑐𝑎𝑙𝛾 + 𝑘𝑐𝑏𝛽𝑠 − 𝑘𝑐𝑏𝑘𝛾 

= 𝑎𝑙𝑎𝛽𝑢 + 𝑎𝑙𝛼𝑚𝑠 + 𝑎𝑙𝑘𝑐𝛾 − 𝑎𝑙𝑐𝛽𝑠 − 𝑎𝑙𝛼𝑘𝑢 − 𝑎𝑙𝑎𝑚𝛾 − 𝑘𝑏𝑎𝛽𝑢 − 𝑘𝑏𝛼𝑚𝑠 − 𝑘𝑏𝑐𝑘𝛾 + 𝑘𝑏𝑐𝛽𝑠 + 𝑘𝑏𝛼𝑘𝑢 + 𝑘𝑏𝑎𝑚𝛾 

= (𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝑎𝛽𝑢 + 𝛼𝑚𝑠 + 𝑘𝑐𝛾 − 𝑐𝛽𝑠 − 𝛼𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝛾) 

𝐷 −
𝐹

𝐸
𝐶 =

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝑎𝛽𝑢 + 𝛼𝑚𝑠 + 𝑘𝑐𝛾 − 𝑐𝛽𝑠 − 𝛼𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝛾)

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡)
=

𝑎𝛽𝑢 + 𝛼𝑚𝑠 + 𝑘𝑐𝛾 − 𝑐𝛽𝑠 − 𝛼𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝛾

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
 

第 1 行から A × 第 3 行を引きます。 

⎝

⎜
⎜
⎛

1 0         0  ⋮ 𝐵 −
𝐹

𝐸
 𝐴

0 1         0  ⋮ 𝐷 −
𝐹

𝐸
𝐶

0 0 1 ⋮    
 𝐹

𝐸 ⎠

⎟
⎟
⎞

 

𝐵 −
𝐹

𝐸
 𝐴 =

𝑙𝛼 − 𝛽𝑏

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
−

𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
×

𝑙𝑐 − 𝑚𝑏

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)
 

=
(𝑙𝛼 − 𝛽𝑏)(𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡) − (𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡)(𝑙𝑐 − 𝑚𝑏)

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡)
 

分子について 

𝛼𝑎𝑙ଶ𝑢 + 𝛼𝑏𝑙𝑚𝑠 + 𝛼𝑐𝑘𝑙𝑡 − 𝛼𝑐𝑙ଶ𝑠 − 𝛼𝑏𝑙𝑘𝑢 − 𝛼𝑎𝑙𝑚𝑡 − 𝛽𝑎𝑏𝑙𝑢 − 𝛽𝑏ଶ𝑚𝑠 − 𝛽𝑏𝑐𝑘𝑡 + 𝛽𝑏𝑐𝑙𝑠 + 𝛽𝑏ଶ𝑘𝑢 + 𝛽𝑎𝑏𝑚𝑡 

−𝛾𝑎𝑐𝑙ଶ − 𝛽𝑏𝑐𝑙𝑠 − 𝛼𝑐𝑘𝑙𝑡 + 𝛼𝑐𝑙ଶ𝑠 + 𝛾𝑏𝑐𝑙𝑘 + 𝛽𝑎𝑐𝑙𝑡 + 𝛾𝑎𝑏𝑙𝑚 + 𝛽𝑏ଶ𝑚𝑠 + 𝛼𝑏𝑘𝑚𝑡 − 𝛼𝑏𝑙𝑚𝑠 − 𝑚𝑏ଶ𝑘𝑦 − 𝛽𝑎𝑏𝑚𝑡 

= 𝛼𝑎𝑙ଶ𝑢 − 𝛼𝑏𝑙𝑘𝑢 − 𝛼𝑎𝑙𝑚𝑡 − 𝛽𝑎𝑏𝑙𝑢 − 𝛽𝑏𝑐𝑘𝑡 + 𝛽𝑏ଶ𝑘𝑢 − 𝛾𝑎𝑐𝑙ଶ + 𝛾𝑏𝑐𝑙𝑘 + 𝛽𝑎𝑐𝑙𝑡 + 𝛾𝑎𝑏𝑙𝑚 + 𝛼𝑏𝑘𝑚𝑡 − 𝑚𝑏ଶ𝑘𝑦 

= 𝑙a𝛼𝑙𝑢 + 𝑙𝑎𝑏𝑚𝛾 + 𝑙𝑎𝑐𝛽𝑡 − 𝑙𝑎𝑐𝑙𝛾 − 𝑙𝑎𝑏𝛽𝑢 − 𝑙𝑎𝛼𝑚𝑡 − 𝑘𝑏𝛼𝑙𝑢 − 𝑘𝑏𝑐𝛽𝑡 − 𝑘𝑏𝑏𝑚𝛾 + 𝑘𝑏𝑐𝑙𝛾 + 𝑘𝑏𝑏𝛽𝑢 + 𝑘𝑏𝛼𝑚𝑡 

= (𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝛼𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝛾 + 𝑐𝛽𝑡 − 𝑐𝑙𝛾 − 𝑏𝛽𝑢 − 𝛼𝑚𝑡) 



表示 

 

𝐵 −
𝐹

𝐸
 𝐴 =

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝛼𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝛾 + 𝑐𝛽𝑡 − 𝑐𝑙𝛾 − 𝑏𝛽𝑢 − 𝛼𝑚𝑡)

(𝑙𝑎 − 𝑘𝑏)(𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡)
=

𝛼𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝛾 + 𝑐𝛽𝑡 − 𝑐𝑙𝛾 − 𝑏𝛽𝑢 − 𝛼𝑚𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
 

⎝

⎜
⎜
⎛

1 0         0  ⋮ 
𝛼𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝛾 + 𝑐𝛽𝑡 − 𝑐𝑙𝛾 − 𝑏𝛽𝑢 − 𝛼𝑚𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡

0 1         0  ⋮ 
𝑎𝛽𝑢 + 𝛼𝑚𝑠 + 𝑘𝑐𝛾 − 𝑐𝛽𝑠 − 𝛼𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝛾

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡

0 0         1 ⋮  
𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
  ⎠

⎟
⎟
⎞

 

൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ =

⎝

⎜
⎜
⎛

𝛼𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝛾 + 𝑐𝛽𝑡 − 𝑐𝑙𝛾 − 𝑏𝛽𝑢 − 𝛼𝑚𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
𝑎𝛽𝑢 + 𝛼𝑚𝑠 + 𝑘𝑐𝛾 − 𝑐𝛽𝑠 − 𝛼𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝛾

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡

 
𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡 ⎠

⎟
⎟
⎞

 

𝑥 =
𝛼𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝛾 + 𝑐𝛽𝑡 − 𝑐𝑙𝛾 − 𝑏𝛽𝑢 − 𝛼𝑚𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
=

อ
𝛼 𝑏 𝑐
𝛽 𝑙 𝑚
𝛾 𝑡 𝑢

อ

อ
𝑎 𝑏 𝑐
𝑘 𝑙 𝑚
𝑠 𝑡 𝑢

อ

 

𝑦 =
𝑎𝛽𝑢 + 𝛼𝑚𝑠 + 𝑘𝑐𝛾 − 𝑐𝛽𝑠 − 𝛼𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝛾

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
=

อ

𝑎 𝛼 𝑐
𝑘 𝛽 𝑚
𝑠 𝛾 𝑢

อ

อ
𝑎 𝑏 𝑐
𝑘 𝑙 𝑚
𝑠 𝑡 𝑢

อ

 

𝑧 =
𝑎𝑙𝛾 + 𝑏𝛽𝑠 + 𝛼𝑘𝑡 − 𝛼𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝛾 − 𝑎𝛽𝑡

𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡
=

อ
𝑎 𝑏 𝛼
𝑘 𝑙 𝛽
𝑠 𝑡 𝛾

อ

อ
𝑎 𝑏 𝑐
𝑘 𝑙 𝑚
𝑠 𝑡 𝑢

อ

 

以上で掃き出し法によって解が得られます。この右辺は、V-1-8 で説明するクラメルの公式

による解になっています。ここでは、分母に着目して以下の等式を確認してください。 

อ
𝛼 𝑏 𝑐
𝛽 𝑙 𝑚
𝛾 𝑡 𝑢

อ = 𝛼𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝛾 + 𝑐𝛽𝑡 − 𝑐𝑙𝛾 − 𝑏𝛽𝑢 − 𝛼𝑚𝑡 

この連立方程式の解法は複雑に見えますが、私たちが中学校で習った連立方程式の解法と

同じです。実際に計算してみると、それほど複雑でも難しくもありません。 

以下の連立方程式の解を求めています。 

2𝑥 + 4𝑦 + 3𝑧 = 1 

𝑥 − 5𝑦 − 4𝑧 = 3 

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 3 

式の順番を入れ替えます。 

𝑥 − 5𝑦 − 4𝑧 = 3 

2𝑥 + 4𝑦 + 3𝑧 = 1 



表示 

 

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 3 

൭
1 −5 −4
2 4 3
2 −1 −1

൱ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ = ൭
3
1
3

൱ 

拡大行列の形にします。 

൭
1 −5 −4 ⋮ 3
2   4   3  ⋮ 1
2 −1 −1 ⋮ 3

൱ 

第 2 行から 2 × 第 1 行、第 3 行から 2 × 第 1 行を引きます。 

൭
1 −5 −4 ⋮ 3
0  14   11  ⋮ −5
0 9    7    ⋮ −3

൱ 

第 2 行を 14 で割ります。 

൮

1 −5 −4 ⋮ 3

0  1  
11

14
 ⋮

−5

14
0 9 7 ⋮ −3

൲ 

第 1 行から(−5) × 第 2 行、第 3 行から 9 × 第 2 行を引きます。 

⎝

⎜
⎜
⎛

1 0 −4 +
55

14
⋮ 3 +

−25

14

0  1         
11

14
 ⋮       

−5

14

0 0 7 − 
99

14
⋮ −3 +

45

14 ⎠

⎟
⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎜
⎛

1 0    −
1

14
⋮

17

14

0  1         
11

14
 ⋮

−5

14

0 0    − 
1

14
 ⋮

3

14⎠

⎟
⎟
⎞

 

第 3 行をቀ−
ଵ

ଵସ
ቁで割ります。 

⎝

⎜
⎛

1 0    −
1

14
⋮

17

14

0  1         
11

14
 ⋮

−5

14
0 0              1  ⋮ −3⎠

⎟
⎞

 

第 1 行から൬−
1

14
൰ × 第 3 行、第 2 行から

11

14
× 第 3 行を引きます。 

⎝

⎜
⎛

1 0    0 ⋮
14

14

0  1    0  ⋮
28

14
0 0     1  ⋮ −3⎠

⎟
⎞

 



表示 

 

൭
1 0  0 ⋮ 1
0  1  0  ⋮ 2
0 0     1  ⋮ −3

൱ 

𝑥 = 1, 𝑦 = 2, 𝑧 = −3 

これで解が得られます。計算の過程はそう複雑ではありません。しかし、もっと機械的に

解を求めるならば、V-1-8 で説明するクラメルの方法で解くこともできますが、掃き出し法

を理解することによって、行列の正則性と連立方程式の解の関係が理解できます。 

次の連立方程式を解いてみます。 

𝑥 − 5𝑦 − 4𝑧 = 3 

2𝑥 + 4𝑦 + 3𝑧 = 1 

3𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 4 

൭
1 −5 −4 ⋮ 3
2   4   3  ⋮ 1
3 −1 −1 ⋮ 4

൱ 

第 2 行から 2 × 第 1 行、第 3 行から 3 × 第 1 行を引きます。 

൭
1 −5 −4 ⋮ 3
0   14   11  ⋮ −5
0 14 11 ⋮ −5

൱ 

第 3 行から第２行を引きます。 

൭
1 −5 −4 ⋮ 3
0   14   11  ⋮ −5
0 0 0 ⋮ 0

൱ 

第３行がすべて０になって、左側に単位行列を作ることが出来ません。 

第２行を 14 で割ります。 

൮

1 −5 −4 ⋮ 3

0   1   
11

14
 ⋮

−5

14
0 0 0 ⋮ 0

൲ 

第１行に𝟓 × 第 2 行をたす。 

⎝

⎜
⎛

1 0
−1

14

0 1
11

14
0 0 0 ⎠

⎟
⎞

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ =

⎝

⎜
⎛

17

14
−5

14
0 ⎠

⎟
⎞

 

𝑥 −
𝑧

14
=

17

14
 

𝑦 +
11

14
𝑧 =

−5

14
 

これを満たす𝑥, 𝑦, 𝑧はすべて解です。例えば、𝑥 = 1, 𝑦 = 2, 𝑧 = −3下記のように連立方程式

を満たします。 

1 − 5(2) − 4(−3) = 3 

2(1) + 4(2) + 3(−3) = 1 



表示 

 

3(1) − (2) − (−3) = 4 

しかし、𝑥 =
ଽ


, 𝑦 = −

଼


, 𝑧 = 1も下記のように連立方程式を満たします。  

9

7
− 5 ൬−

8

7
൰ − 4(1) = 3 

2 ൬
9

7
൰ + 4 ൬−

8

7
൰ + 3(1) = 1 

3 ൬
9

7
൰ − ൬−

8

7
൰ − (1) = 4 

このように、連立方程式を充たす𝑥, 𝑦, 𝑧は無限にあり、答えは未定です。そもそも、連立方

程式の 3 つ目の式は、1 番目の式と 2 番目の式の和です。つまり、未知数が 3 つあるにもか

かわらず、本当は式が 2 つしかないのです。拡大行列のどこかの行が０になってしまう場

合、右の部分も０であれば解は未定です。この場合、行列は実際には正方行列ではありま

せん。この場合、行列を正則でない（irregular）と言います。右の部分が 0 でない場合に

は、そのような解はあり得ませんから、解なしです。  

 

掃き出し法による行列式の計算 

3 × 3の行列 

 

อ
𝑎 𝑏 𝑐
𝑘 𝑙 𝑚
𝑠 𝑡 𝑢

อ 

ተ
ተ

𝑎 𝑏 𝑐

0 𝑙 −
𝑏𝑘

𝑎
𝑚 −

𝑐𝑘

𝑎

0 𝑡 −
𝑏𝑠

𝑎
𝑢 −

𝑐𝑠

𝑎

ተ
ተ 

ተ
ተ

𝑎 0 0

0 𝑙 −
𝑏𝑘

𝑎
𝑚 −

𝑐𝑘

𝑎

0 𝑡 −
𝑏𝑠

𝑎
𝑢 −

𝑐𝑠

𝑎

ተ
ተ 

𝑎 ተ

𝑎𝑙 − 𝑏𝑘

𝑎

𝑎𝑚 − 𝑐𝑘

𝑎
𝑎𝑡 − 𝑏𝑠

𝑎

𝑎𝑢 − 𝑐𝑠

𝑎

ተ 

= 𝑎 ተ

𝑎𝑙 − 𝑏𝑘

𝑎

𝑎𝑚 − 𝑐𝑘

𝑎

0
𝑎𝑢 − 𝑐𝑠

𝑎
−

𝑎𝑚 − 𝑐𝑘

𝑎𝑙 − 𝑏𝑘
∙

𝑎𝑡 − 𝑏𝑠

𝑎

ተ 

= 



表示 

 

= 𝑎 ተተ

𝑎𝑙 − 𝑏𝑘

𝑎
0

0
(𝑎𝑢 − 𝑐𝑠)(𝑎𝑙 − 𝑏𝑘) − (𝑎𝑚 − 𝑐𝑘)(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠)

𝑎(𝑎𝑙 − 𝑏𝑘)

ተተ 

(𝑎𝑙 − 𝑏𝑘) ቤ
𝑎ଶ𝑙𝑢 − 𝑎𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑐𝑙𝑠 + 𝑏𝑐𝑘𝑠 − 𝑎ଶ𝑚𝑡 + 𝑎𝑏𝑚𝑠 + 𝑎𝑐𝑘𝑡 − 𝑏𝑐𝑘𝑠

𝑎(𝑎𝑙 − 𝑏𝑘)
ቤ 

= (𝑎𝑙 − 𝑏𝑘) ቤ
𝑎(𝑎𝑙𝑢 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑎𝑚𝑡 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡)

𝑎(𝑎𝑙 − 𝑏𝑘)
ቤ 

= (𝑎𝑙 − 𝑏𝑘) ቤ
(𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡)

(𝑎𝑙 − 𝑏𝑘)
ቤ 

=  𝑎𝑙𝑢 + 𝑏𝑚𝑠 + 𝑐𝑘𝑡 − 𝑐𝑙𝑠 − 𝑏𝑘𝑢 − 𝑎𝑚𝑡 

 4 × 4の行列の具体例 

ቮ

4 0
1 2

1 8
0 4

2 1
0 4

6 0
1 2

ቮ = − ቮ

1 2
4 0

0 4
1 8

2 1
0 4

6 0
1 2

ቮ = − ቮ

1 2
0 −8

0 4
1 −8

0 −3
0 4

6 −8
1 2

ቮ = − ቮ

1 0
0 −8

0 0
1 −8

0 −3
0 4

6 −8
1 2

ቮ 

 

= − อ
−8 1 −8
−3 6 −8
4 1 2

อ = อ
1 −8 −8
6 −3 −8
1 4 2

อ = อ
1 −8 0
6 −3 −5
1 4 −2

อ = อ
1 0 0
6 45 −5
1 12 −2

อ = อ
1 0 0
0 45 −5
0 12 −2

อ 

 

= ቚ
45 −5
12 −2

ቚ = ቚ
−2 12
−5 45

ቚ = −2 ቚ
1 −6

−5 45
ቚ = −2 ቚ

1 −6
0 15

ቚ = −2 ቚ
1 0
0 15

ቚ = −30 

 

掃き出し法による逆行列の求め方. 

 

コンピュータを使った計算では、V-1-7 で説明する余因子行列を使って逆行列を求めるのが

一般的です。しかし、掃き出し法を使って逆行列を求めることもできます。以下に具体的

な例を使って、計算手順を示します。  

以下の行列を例にします。 

൭
1 −5 −4
2 4 3
2 −1 −1

൱ 

つぎのように、右側に単位行列がある拡大行列を作ります。 

൭
1 −5 −4 ⋮ 1 0 0
2   4    3 ⋮ 0 1 0
2 −1 −1 ⋮ 0 0 1

൱ 

考え方は、逆行列とは掛け合わせたときに単位行列になる行列です。ですから、右側にあ

る単位行列を左側に移した時に、右側にできる行列が逆行列です。 

 

 



表示 

 

第 2 行から 2 × 第 1 行列、第 3 行から 2 × 第 1 行列を引きます。 

  

൭
1 −5 −4 ⋮ 1 0 0

0  14   11 ⋮ −2 1 0
0    9    7 ⋮ −2 0 1

൱ 

第 2 行を 14 で割る。 

൮

1 −5 −4 ⋮ 1     0 0

0  1   
11

14
⋮ −

1

7

1

14
0

0    9    7 ⋮ −2   0 1

൲ 

第 1 行から(−5) × 第 2 行、第 3 行から 9 × 第 2 行を引きます。 

⎝

⎜
⎜
⎛

1            0     −4 +
55

14
⋮ 1 −

5

7
       

5

14
     0

0              1            
11

14
⋮ −

1

7
         

1

14
      0

0              0        7 − 
99

14
⋮ −2 +

9

7
    −

9

14
 1⎠

⎟
⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎜
⎛

1        0 −
1

14
⋮    

2

7
    

5

14
  0

0       1      
11

14
    ⋮ −

1

7
     

1

14
0

0        0    − 
1

14
⋮   −

5

7
 −

9

14
 1⎠

⎟
⎟
⎞

 

第 3 行をቀ−
ଵ

ଵସ
ቁで割ります。 

⎝

⎜
⎛

1        0 −
1

14
⋮    

2

7
    

5

14
    0

0       1      
11

14
    ⋮ −

1

7
     

1

14
   0

0        0    1 ⋮   10     9 −14⎠

⎟
⎞

 

第 1 行から൬−
1

14
൰ × 第 3 行、第 2 行から 

11

14
× 第 3 行を引きます。 

⎝

⎜
⎛

1       0       0     ⋮    
2

7
+

5

7
    

5

14
+

9

14
  −1

0       1      
11

14
    ⋮ −

1

7
−

110

14
    

1

14
−

99

14
11

0        0       1    ⋮          10              9          −14⎠

⎟
⎞

 

ቌ

1       0       0     ⋮    1        1      −1

0       1      0    ⋮ −
112

14
  −

98

14
11

0        0       1    ⋮          10        9    −14    

ቍ 



表示 

 

ቌ

1       0       0     ⋮    1        1      −1

0       1      0    ⋮ −
112

14
  −

98

14
11

0        0       1    ⋮          10        9    −14    

ቍ 

൭
1       0       0     ⋮    1       1      −1
0       1      0    ⋮    −8      −7 11
0        0       1    ⋮          10        9    −14    

൱ 

確認します。 

൭
1 −5 −4
2 4 3
2 −1 −1

൱ ൭
1 1 −1

−8 −7 11
10 9 −14

൱ 

= ቌ

1 × 1 + (−5) × (−8) + (−4) × 10 1 × 1 + (−5) × (−7) + (−4) × 9 1 × (−1) + (−5) × 11 + (−4) × (−14)

2 × 1 + 4 × (−8) + 3 × 10 2 × 1 + 4 × (−7) + 3 × 9 2 × (−1) + 4 × 11 + 3 × (−14)

2 × 1 + (−1) × (−8) + (−1) × 10 2 × 1 + (−1) × (−7) + (−1) × 9 2 × (−1) + (−1) × 11 + (−1) × (−14)
ቍ 

= ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ 

 


