
V-1-9. クラメルの公式 

 

すでに行列の計算法の説明でクラメルの公式について触れました。この公式は連立方程式

の解法として便利なものです。しかし、この公式がどのようにして誘導されるのか、詳細

な説明はしていませんので、ここでクラメルの公式を誘導します。 

まず、例として、未知数３つの場合のクラメルの公式を示します。 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝛼          i 

𝑘𝑥 + 𝑙𝑦 + 𝑚𝑧 = 𝛽          ii 

𝑠𝑥 + 𝑡𝑦 + 𝑢𝑧 = 𝛾           iii 
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これがクラメルの公式です。機械的に簡単に連立方程式の解が得られます。クラメルの公

式は、𝑛元の連立方程式の解法として使えます。解法を一般化すると次の通りです。 

𝐴 = ൮
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𝑨𝒊は次の通りです。 

𝑨𝒊 = ൮

𝑎ଵ,ଵ ⋯ 𝑎ଵ,ିଵ 𝑏ଵ
𝑎ଵ,ାଵ ⋯ 𝑎ଵ,

𝑎ଶ,ଵ ⋯ 𝑎ଶ,ିଵ 𝑏ଶ
𝑎ଶ,ାଵ ⋯ 𝑎ଶ,

⋮             ⋮        ⋮       ⋮             ⋮
𝑎,ଵ ⋯ 𝑎,ିଵ 𝑏

𝑎,ାଵ ⋯ 𝑎,

൲ 

式 56 

つまり、𝑥は、𝑨の𝑖列を 𝒃で置き換えたもの行列式を𝑨の行列式で割ったものです。  

以下が線形代数学的なクラメルの公式の証明です。このテキスト用に作った以下の特別な

記述法を使います。 

𝑨𝒊𝒋 = (−1)
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𝑎ଵାଵ ⋯ 𝑎ଵ

⋮ ⋱ ⋮
𝑎ିଵାଵ ⋮ 𝑎ିଵ

𝑎ାଵଵ         ⋯ 𝑎ାଵିଵ

⋮ ⋱ ⋮
𝑎ଵ       ⋯ 𝑎ିଵ

𝑎ାଵାଵ ⋯ 𝑎ାଵ

⋮ ⋱ ⋮
𝑎ାଵ ⋯ 𝑎 ⎠

⎟
⎟
⎞

 



𝑎 = (−1)
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これを使って、逆行列は次のように書けます。 

𝑨ି𝟏 =
1

|𝑨|
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𝑎ଵଵ 𝑎ଶଵ
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両辺に逆行列をかけて、解を求める 

𝑨ିଵ𝑨𝑿 = 𝑨ିଵ𝒃 

𝑿 = 𝑨ିଵ𝒃 

この解を具体的に行列で書くと 
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|𝐴|
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𝑏ଵ𝑎ଵଵ + 𝑏ଶ𝑎ଶଵ + ⋯ + 𝑏𝑎ଵ

𝑏ଵ𝑎ଵଶ + 𝑏ଶ𝑎ଶଶ + ⋯ + 𝑏𝑎ଶଶ

⋮
𝑏ଵ𝑎ଵ + 𝑏ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑏𝑎
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したがって 𝑥は 

𝑥 =
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|𝐴|
൫𝑏ଵ𝑎ଵ + 𝑏ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑏𝑎൯ 

となりますが、 𝑏ଵ𝑎ଵ + 𝑏ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑏𝑎は次のように i 列目を𝒃で入れ替えた行列を、その

列で余因子展開した行列の行列式です。 
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𝑎ଵଵ ⋯ 𝑎ଵିଵ 𝑏ଵ 𝑎ଵାଵ ⋯ 𝑎ଵ

𝑎ଶଵ ⋯ 𝑎ଶିଵ 𝑏ଶ 𝑎ଶାଵ ⋯ 𝑎ଶ
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たとえば 

ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ

𝑎ଵଷ 𝑎ଵସ

𝑎ଶଷ 𝑎ଶସ
𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ

𝑎ସଵ 𝑎ସଶ

𝑎ଷଷ 𝑎ଷସ

𝑎ସଷ 𝑎ସସ

ቍ 

この行列を、第３列で余因子展開します。 



= 𝑎ଵଷ(−1)ଵାଷିଶ ൭

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶସ

𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷସ

𝑎ସଵ 𝑎ସଶ 𝑎ସସ

൱ + 𝑎ଶଷ(−1)ଶାଷିଶ ൭
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𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷସ
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𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵସ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶସ
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= 𝑎ଵଷ𝑨𝟏𝟑 + 𝑎ଶଷ𝑨𝟐𝟑 + 𝑎ଷଷ𝑨𝟑𝟑 + 𝑎ସଷ𝑨𝟒𝟑 
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𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ

𝑎ଵଷ 𝑎ଵସ

𝑎ଶଷ 𝑎ଶସ
𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ

𝑎ସଵ 𝑎ସଶ

𝑎ଷଷ 𝑎ଷସ

𝑎ସଷ 𝑎ସସ

 = 𝑎ଵଷ𝑎ଵଷ + 𝑎ଶଷ𝑎ଶଷ + 𝑎ଷଷ𝑎ଷଷ + 𝑎ସଷ𝑎ସଷ 

参列目を𝒃で置き換えます。 

𝒃 = ൮

𝑏ଵ

𝑏ଶ

𝑏ଷ

𝑏ସ

൲ 

൮

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ

𝑏ଵ 𝑎ଵସ

𝑏ଶ 𝑎ଶସ

𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ

𝑎ସଵ 𝑎ସଶ

𝑏ଷ 𝑎ଷସ

𝑏ସ 𝑎ସସ

൲ = 𝑏ଵ𝑨𝟏𝟑 + 𝑏ଶ𝑨𝟐𝟑 + 𝑏ଷ𝑨𝟑𝟑 + 𝑏ସ𝑨𝟒𝟑 

ተ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ

𝑏ଵ 𝑎ଵସ

𝑏ଶ 𝑎ଶସ

𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ

𝑎ସଵ 𝑎ସଶ

𝑏ଷ 𝑎ଷସ

𝑏ସ 𝑎ସସ

ተ = 𝑏ଵ𝑎ଵଷ + 𝑏ଶ𝑎ଶଷ + 𝑏ଷ𝑎ଷଷ + 𝑏ସ𝑎ସଷ 

𝑥 =
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|𝐴|
൫𝑏ଵ𝑎ଵ + 𝑏ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑏𝑎൯ =
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𝑎ଵଵ ⋯ 𝑎ଵିଵ

𝑎ଶଵ
⋯ 𝑎ଶିଵ

𝑏ଵ 𝑎ଵାଵ ⋯ 𝑎ଵ

𝑏ଶ 𝑎ଶାଵ ⋯ 𝑎ଶ
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⋯ 𝑎ିଵ

⋮     ⋮    ⋱     ⋮
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𝑎ାଵ ⋯ 𝑎
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証明終わり 


