
V-1-10. 行列の分離 

 

行列をいくつかの部分行列に分離する必要がある場合があります。ここでは、行列を分離

したときに、行列の積が元の部分行列でどのように表せるのかを考えます。 

行列を部分行列で表すとは次のようなことです。  

𝑨 = ൬
𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐

𝑨𝟐𝟏 𝑨𝟐𝟐
൰ 

𝑨 =

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑎ଵଵ   ⋯    𝑎ଵ௤

⋮       ⋮
𝑎௣ଵ    ⋯    𝑎௣௤

𝑎ଵ௤ାଵ         ⋯  𝑎ଵ௡

⋮  ⋮
𝑎௣௤ାଵ        ⋯    𝑎௣௡

𝑎௣ାଵଵ    ⋯ 𝑎௣ାଵଵ

⋮  ⋮
𝑎௡ଵ   ⋯ 𝑎௡௤

      𝑎௣ାଵ ௤ାଵ    ⋯ 𝑎௣ାଵ ௤ାଵ

      ⋮  ⋮
     𝑎௡௤ାଵ   ⋯ 𝑎௡௡ ⎠

⎟
⎟
⎞

 

𝑩 = ൬
𝑩𝟏𝟏 𝑩𝟏𝟐

𝑩𝟐𝟏 𝑩𝟐𝟐
൰ 

𝑩 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑏ଵଵ   ⋯  𝑏ଵ௣  

⋮       ⋮
  𝑏௤ଵ     ⋯ 𝑏௤௣

𝑏ଵ௣ାଵ         ⋯ 𝑏ଵ௡ 

⋮  ⋮
𝑏௤௣ାଵ        ⋯ 𝑏௤௡

𝑏௤ାଵ ଵ ⋯ 𝑏௤ାଵ ௣

⋮  ⋮
𝑏௡ଵ   ⋯ 𝑏௡ ௣

𝑏௤ାଵ௣ାଵ   ⋯ 𝑏௤ାଵ௡

      ⋮  ⋮
 𝑏௡ ௣ାଵ     ⋯ 𝑏௡ ௡ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

ここで、行列𝑨𝑩の積を考えます。 

𝑨𝑩 = ൬
𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐

𝑨𝟐𝟏 𝑨𝟐𝟐
൰ ൬

𝑩𝟏𝟏 𝑩𝟏𝟐

𝑩𝟐𝟏 𝑩𝟐𝟐
൰ = ൬

𝑨𝟏𝟏𝑩𝟏𝟏 + 𝑨𝟏𝟐𝑩𝟐𝟏 𝑨𝟏𝟏𝑩𝟏𝟐 + 𝑨𝟏𝟐𝑩𝟐𝟐

𝑨𝟐𝟏𝑩𝟏𝟏 + 𝑨𝟐𝟐𝑩𝟐𝟏 𝑨𝟐𝟏𝑩𝟏𝟐 + 𝑨𝟐𝟐𝑩𝟐𝟐
൰ 

𝑨𝟏𝟏𝑩𝟏𝟏 + 𝑨𝟏𝟐𝑩𝟐𝟏: 𝑝 × 𝑝 正方行列 

𝑨𝟐𝟏𝑩𝟏𝟐 + 𝑨𝟐𝟐𝑩𝟐𝟐: (𝑛 − 𝑝) × (𝑛 − 𝑝) 正方行列 

式 58 

具体的な例を挙げます。 

൭
1 2 4 5 1
0 2 1 1 3
3 0 2 0 1

൱

⎝

⎜
⎛

−1
0

2
3

1 −2
−1
2

1
−3⎠

⎟
⎞

 

という行列の掛け算です。第一の行列の行の数と第二の行列の列の数が同じだからこの行

列の掛け算は可能です。第一の行列の列の分割と第二の行列の行の分割をそろえて、例え 

ば、次のように分割します。 

。 

𝑩𝟏𝟏 

𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐 

𝑨𝟐𝟏 𝑨𝟐𝟐 

𝑩𝟏𝟐 

𝑩𝟐𝟏 𝑩𝟐𝟐 



これを部分行列で表すと、 

൬
𝑨ଵଵ 𝑨ଵଶ 𝑨ଵଷ

𝑨ଶଵ 𝑨ଶଶ 𝑨ଶଷ
൰ ൭

𝑩ଵଵ

𝑩ଶଵ

𝑩ଷଵ

൱ = ൬
𝑨ଵଵ𝑩ଵଵ + 𝑨ଵଶ𝑩ଶଵ + 𝑨ଵଷ𝑩ଷଵ

𝑨ଶଵ𝑩ଵଵ + 𝑨ଶଶ𝑩ଶଵ + 𝑨ଶଷ𝑩ଷଵ
൰ 

𝑨ଵଵ = (1 2) 

𝑨ଵଶ = (4) 

𝑨ଵଷ = (5 1) 

𝑨ଶଵ = ቀ
0 2
3 0

ቁ 

𝑨ଶଶ = ቀ
1
2

ቁ 

𝑨ଶଷ = ቀ
1 3
0 1

ቁ 

𝑩ଵଵ = ቀ
−1 2
0 3

ቁ 

𝑩ଶଵ = (1 −2) 

𝑩ଷଵ = ቀ
−1 1
2 −3

ቁ 

となります。部分行列の掛け算ごとに計算します。 

𝑨ଵଵ𝑩ଵଵ + 𝑨ଵଶ𝑩ଶଵ + 𝑨ଵଷ𝑩ଷଵ = (1 2) ቀ
−1 2
0 3

ቁ + (4)(1 −2) + (5 1) ቀ
−1 1
2 −3

ቁ 

= (1 × (−1) + 2 × 0 1 × 2 + 2 × 3) + (4 × 1 4 × (−2)) + (5 × (−1) + 1 × 2 5 × 1 + 1 × (−3)) 

= (−1 8) + (4 −8) + (−3 2) = (0 2) 

𝑨ଶଵ𝑩ଵଵ + 𝑨ଶଶ𝑩ଶଵ + 𝑨ଶଷ𝑩ଷଵ = ቀ
0 2
3 0

ቁ ቀ
−1 2
0 3

ቁ + ቀ
1
2

ቁ (1 −2) + ቀ
1 3
0 1

ቁ ቀ
−1 1
2 −3

ቁ 

= ൬
0 × (−1) + 2 × 0 0 × 2 + 2 × 3

3 × (−1) + 0 × 0 3 × 2 + 0 × 3
൰ + ൬

1 × 1 1 × (−2)

2 × 1 2 × (−2)
൰ + ൬

1 × (−1) + 3 × 2 1 × 1 + 3 × (−3)

0 × (−1) + 1 × 2 0 × 1 + 1 × (−3)
൰ 

= ቀ
0 6

−3 6
ቁ + ቀ

1 −2
2 −4

ቁ + ቀ
5 −8
2 −3

ቁ = ቀ
6 −4
1 −1

ቁ 

なので 

 
となります。念のため直接行列の掛け算をやってみます。 



൭
1 2 4 5 1
0 2 1 1 3
3 0 2 0 1

൱

⎝

⎜
⎛

−1
0

2
3

1 −2
−1
2

1
−3⎠

⎟
⎞

= ቌ

1 × (−1) + 2 × 0 + 4 × 1 + 5 × (−1) + 1 × 2 1 × 2 + 2 × 3 + 4 × (−2) + 5 × 1 + 1 × (−3)

0 × (−1) + 2 × 0 + 1 × 1 + 1 × (−1) + 3 × 2 0 × 2 + 2 × 3 + 1 × (−2) + 1 × 1 + 3 × (−3)

3 × (−1) + 0 × 0 + 2 × 1 + 0 × (−1) + 1 × 2 3 × 2 + 0 × 3 + 2 × (−2) + 0 × 1 + 1 × (−3)
ቍ

= ൭
−1 + 0 + 4 − 5 + 2 2 + 6 − 8 + 5 − 3
0 + 0 + 1 − 1 + 6 0 + 6 − 2 + 1 − 9

−3 + 0 + 2 − 0 + 2 6 + 0 − 4 + 0 − 3
൱ = ൭

0 2
6 −4
1 −1

൱ 

 

確かに部分行列ごとの掛け算として計算しても、直接計算しても同じ結果になります。 


