
V-2-6. 最大・最小 

V-2-6-1. 最大・最小から二次形式の最大最小へ 

 

二次形式に正の実数が与えられるとベクトル𝒙 の矢印の先端の軌跡を描くことが出来ます。

このことは、ベクトル𝒙の長さが次の式によって制約されるということを意味します。 

𝒙𝑻𝑨𝒙 = 𝑑 

従って、二次形式の形によっては、ベクトルの長さが極値を持つことになります。たとえ

ば、行列𝑨が正定置であれば、軌跡は多次元の超楕円になります。したがって、超楕円の最

も長い軸に沿って、中心から延ばしたベクトルの長さが最大で、最も短い超楕円の軸にそ

って伸ばしたベクトルの長さが長さの最小値になります。行列が非正定置の時には、形状

が複雑になり、閉じた形にならないので、他の制約がないと最大・最小を決めることはで

きません。たとえば 

𝒙𝑻𝑨𝒙 = 𝟏 

のときに 

𝒙𝑻𝑨𝒙 = 𝑿𝑻𝚲𝑿 

と変形して、 

𝚲 = ൮

𝜆ଵ 0
0 𝜆ଶ

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ 𝜆௣

൲ 

𝜆ଵ ≥ 𝜆ଶ ≥ ⋯ ≥ 𝜆௣ > 0 

𝑋ଵ
ଶ

ቆ
1

ඥ𝜆ଵ

ቇ

ଶ +
𝑋ଶ

ଶ

ቆ
1

ඥ𝜆ଶ

ቇ

ଶ + ⋯ +
𝑋௣

ଶ

ቆ
1

ඥ𝜆௣

ቇ

ଶ = 1 

のように対角化できます。図 59 は２次元平面の楕円の対角化を示しています。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図. 59. 楕円の対角化の例 
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のように対角化していますが、二次形式にもどすと 

𝑋ଵ
ଶ

ቆ
1

ඥ𝜆ଵ

ቇ

ଶ +
𝑋ଶ

ଶ

ቆ
1

ඥ𝜆ଶ

ቇ

ଶ = 1 

図 59 からもベクトルの絶対値の最大値が ଵ

ඥఒమ
で、最小値が ଵ

ඥఒభ
であることは明らかです。

このことから行列𝑨が正定置であるとき、次の式の最大値・最小値が固有値の最大値・最小

値になることは明らかです。  

𝜆௦௠௔௟௟௘௦௧ ≤
𝒙𝑻𝑨𝒙

𝒙𝑻𝒙
≤ 𝜆௟௔௥௚௘௦௧ 

この説明は極めて感覚的な説明で、単純すぎて、納得できる人とできない人とがいるでし

ょう。もう少し説明を加えます。 𝒙𝑻𝑨𝒙

𝒙𝑻𝒙
 という式の意味は 𝒙𝑻𝑨𝒙 と 𝒙𝑻𝒙 の比です。分子

の𝒙𝑻𝑨𝒙は超楕円の大きさで、𝒙𝑻𝒙 はベクトル 𝑥の長さの平方です。私たちが議論している

のは、この比の最大値・最小値とそれが得られる条件です。ここで、行列𝑨 は正定値の対

称行列です。 

𝑨 を対象化します。     

𝑷ିଵ𝑨𝑷 = 𝚲 

𝚲 = ൮

𝜆ଵ 0
0 𝜆ଶ

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ 𝜆௣

൲ 

𝜆ଵ ≥ 𝜆ଶ ≥ ⋯ ≥ 𝜆௣ > 0 

𝑨
ଵ
ଶ = 𝑷𝚲

ଵ
ଶ𝑷ିଵ 

𝑨 は対称行列 

𝑷ିଵ = 𝑷் 

𝑩
ଵ
ଶ = 𝑷𝚲

ଵ
ଶ𝑷் 

ここで、以下の様にベクトル𝑿を定めます。 

𝑿 = 𝑷்𝒙 

𝒙 = 𝑷𝑿 

𝒙்𝑩𝒙

𝒙்𝒙
=

𝒙்𝑩𝒙

(𝑷𝑿)்𝑷𝑿
=

𝒙்𝑩
ଵ
ଶ𝑩

ଵ
ଶ𝒙

𝑿்𝑷்𝑷𝑿
=

𝒙்𝑩
ଵ
ଶ𝑩

ଵ
ଶ𝒙

𝑿்𝑿
=

𝒙்𝑷𝚲
ଵ
ଶ𝑷்𝑷𝚲

ଵ
ଶ𝑷்𝒙

𝑿்𝑿
=

𝒙்𝑷𝚲
ଵ
ଶ𝚲

ଵ
ଶ𝑷்𝒙

𝑿்𝑿
 

=
𝒙்𝑷𝚲𝑷்𝒙

𝑿்𝑿
=

𝑿்𝚲𝑿

𝑿்𝑿
 

𝑿்𝚲𝑿

𝑿்𝑿
=

∑ 𝜆௜𝑋௜
ଶ𝒑

𝒊ୀ𝟏

∑ 𝑋௜
ଶ𝒑

𝒊ୀ𝟏

 

𝜆ଵ ≥ 𝜆ଶ ≥ ⋯ ≥ 𝜆௣ > 0  



∑ 𝜆௜𝑦௜
ଶ𝒑

𝒊ୀ𝟏

∑ 𝑦௜
ଶ𝒑

𝒊ୀ𝟏

≤ 𝜆ଵ

∑ 𝑦௜
ଶ𝒑

𝒊ୀ𝟏

∑ 𝑦௜
ଶ𝒑

𝒊ୀ𝟏

= 𝜆ଵ 

スペクトル分解します。 

𝑨 = 𝜆ଵ𝒆𝟏𝒆𝟏
் + 𝜆ଶ𝒆𝟐𝒆𝟐

் + ⋯ + 𝜆௣𝒆𝒑𝒆𝒑
் 

𝒙்𝑨𝒙＝𝜆ଵ𝒙்𝒆𝟏𝒆𝟏
்𝒙 + 𝜆ଶ𝒙்𝒆𝟐𝒆𝟐

்𝒙 + ⋯ + 𝜆௣𝒙்𝒆𝒑𝒆𝒑
்𝒙 

𝒙に𝒆ଵを代入します。  

𝒆ଵ
்𝑨𝒆＝𝜆ଵ𝒆ଵ

்𝒆𝟏𝒆𝟏
்𝒆ଵ + 𝜆ଶ𝒆ଵ

்𝒆𝟐𝒆𝟐
்𝒆ଵ + ⋯ + 𝜆௣𝒆ଵ

்𝒆𝒑𝒆𝒑
்𝒆ଵ 

𝒆௜  と 𝒆௝ は直交していますから 

𝒆௜
்𝒆௝ = 0    𝑖 ≠ 𝑗 

𝒆௜
்𝒆௜ = 1 

𝒆ଵ
்𝑨𝒆＝𝜆ଵ𝒆ଵ

்𝒆𝟏𝒆𝟏
்𝒆ଵ = 𝜆ଵ 

結論 

行列𝑨 が正定値の対称行列であるとき 

𝐦𝐚𝐱
𝒙ஷ𝟎

𝒙்𝑨𝒙

𝒙்𝒙
= 𝜆ଵ 

同様に 

𝐦𝐢𝐧
𝒙ஷ𝟎

𝒙்𝑨𝒙

𝒙்𝒙
= 𝜆௣ 

𝚲 = ൮

𝜆ଵ 0
0 𝜆ଶ

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ 𝜆௣

൲ 

𝜆ଵ ≥ 𝜆ଶ ≥ ⋯ ≥ 𝜆௣ > 0 

 

式 63 

 

V-2-6-2. コーシー・シュワルツの不等式 

今のところ私たちは、上記の結論を何に使うのか知りません。この項の後半でその応用に

ついて触れますが、その前に、不等式の意味や解釈を考えるために、 その他の不等式につ

いて解説します。 

 

コーシー・シュワルツの不等式は、最適化などによく使われる不等式ですが、しばしば変

形した形で登場します。最も一般的な形は以下の形です。 

൫𝑎ଵ𝑏ଵ + 𝑎ଶ𝑏ଶ + ⋯ + 𝑎௣𝑏௣൯
ଶ

≤ ൫𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଶ

ଶ + ⋯ + 𝑎௣
ଶ൯൫𝑏ଵ

ଶ + 𝑏ଶ
ଶ + ⋯ + 𝑏௣

ଶ൯ 

式 64 

この不等式の、最も簡単で洗練された証明は、この式をベクトルに変形することによって

得られます。 



次のベクトル𝒂 、𝒃があるとします。 

𝒂 = ൮

𝑎ଵ

𝑎ଶ

⋮
𝑎௣

൲ ,    𝒃 = ൮

𝑏ଵ

𝑏ଶ

⋮
𝑏௣

൲ 

２つのベクトルの内積は次の通りです。 

𝒂 ∙  𝒃 = |𝒂|| 𝒃| cos 𝜃 

−
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
 

0 ≤ cos 𝜃 ≤ 1 

次に  

𝒂 ∙  𝒃 ≤ |𝒂||𝒃|              i 

𝒂 ∙ 𝒃 =  𝒂୘𝒃 = (𝑎ଵ 𝑎ଶ
⋯ 𝑎௣) ൮

𝑏ଵ

𝑏ଶ

⋮
𝑏௣

൲ = 𝑎ଵ𝑏ଵ + 𝑎ଶ𝑏ଶ + ⋯ + 𝑎௣𝑏௣ 

|𝒂| = ට𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଶ

ଶ + ⋯ + 𝑎௣
ଶ, |𝒃| = ට𝑏ଵ

ଶ + 𝑏ଶ
ଶ + ⋯ + 𝑏௣

ଶ 

式 i にこれらを代入すると 

𝑎ଵ𝑏ଵ + 𝑎ଶ𝑏ଶ + ⋯ + 𝑎௣𝑏௣ ≤ ට𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଶ

ଶ + ⋯ + 𝑎௣
ଶට𝑏ଵ

ଶ + 𝑏ଶ
ଶ + ⋯ + 𝑏௣

ଶ 

２乗して 

൫𝑎ଵ𝑏ଵ + 𝑎ଶ𝑏ଶ + ⋯ + 𝑎௣𝑏௣൯
ଶ

≤ ൫𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଶ

ଶ + ⋯ + 𝑎௣
ଶ൯൫𝑏ଵ

ଶ + 𝑏ଶ
ଶ + ⋯ + 𝑏௣

ଶ൯ 

 

大変洗練された証明ですが、よく考えると、内積はベクトルの長さの積よりも小さいとい

うことを言っているにすぎません。 

 

コーシーシュワルツの不等式の変形の例(1) 

𝒂 = ൬𝑩
ଵ
ଶ𝜶൰ 

𝒃 = ൬𝑩ି
ଵ
ଶ𝜷൰ 

B は対称行列 

 𝒂 と 𝒃 をコーシー・シュワルツの不等式に入れます。 

(𝒂்𝒂)(𝒃்𝒃) ≥ (𝒂்𝒃)𝟐 

左辺 = ൬𝑩
ଵ
ଶ𝜶൰

்

൬𝑩
ଵ
ଶ𝜶൰ ൬𝑩ି

ଵ
ଶ𝜷൰

்

൬𝑩ି
ଵ
ଶ𝜷൰ 



= ቆ𝜶்𝑩
ଵ
ଶ

்

𝑩
ଵ
ଶ𝜶ቇ ቆ𝜷ᇱ𝑩ି

ଵ
ଶ

𝑻

𝑩ି
ଵ
ଶ𝜷ቇ 

= (𝜶்𝑩𝜶)(𝜷்𝑩ି𝟏𝜷) 

右辺 = ൬𝑩
ଵ
ଶ𝜶൰

்

൬𝑩ି
ଵ
ଶ𝜷൰

்

൬𝑩
ଵ
ଶ𝜶൰ ൬𝑩ି

ଵ
ଶ𝜷൰ 

= ቆ𝜶்𝑩
ଵ
ଶ

்

𝑩ି
ଵ
ଶ𝜷ቇ ቆ𝜶்𝑩

ଵ
ଶ

்

𝑩ି
ଵ
ଶ𝜷ቇ 

= (𝜶்𝑰𝜷)(𝜶்𝑰𝜷) 

= (𝜶்𝜷)ଶ 

(𝜶்𝑩𝜶)(𝜷்𝑩ି𝟏𝜷) ≥ (𝜶𝑻𝜷)ଶ 

また 

𝑩
ଵ
ଶ𝜶 = 𝑐𝑩ି

ଵ
ଶ𝜷 

のとき 

(𝜶்𝑩𝜶)(𝜷்𝑩ି𝟏𝜷) = (𝜶𝑻𝜷)ଶ 

式 65 

この不等式で  𝜶்𝑩𝜶 がスカラーで𝐵が正定値であるとき、不等号の向きを変えずに 

(𝜶்𝑩𝜶)を右辺に移項できるので、 

(𝜶்𝜷)ଶ

𝜶்𝑩𝜶
≤ 𝜷்𝑩ି𝟏𝜷 

さらに、左辺を𝜶、右辺を𝜷の関数だと考えると 

𝐅(𝜶) =
(𝜶்𝜷)ଶ

𝜶்𝑩𝜶
 

なので、 

𝑩
ଵ
ଶ𝜶 = 𝑐𝑩ି

ଵ
ଶ𝜷 

𝜶 = 𝑐𝑩ିଵ𝜷 

の時 

max𝐅(𝜶)
𝜶ஷ଴

= 𝜷்𝑩ି𝟏𝜷 

もう少しはっきりさせるために𝜶 を 𝒙と書くと、𝑩が正定値の対称行列ならば、 

𝒙 = 𝑐𝑩ିଵ𝜷 

のとき 

max
௫ஷ଴

(𝒙ᇱ𝜷)ଶ

𝒙ᇱ𝑩𝒙
= 𝜷ᇱ𝑩ି𝟏𝜷 

コーシー・シュワルツの不等式の変形例(2) 

𝒂 = ൬𝑭
ଵ
ଶ𝜶൰ 



𝒃 = ൬𝑮
ଵ
ଶ𝜶൰ 

F、G は対称行列 

 𝒂 を 𝒃 コーシー・シュワルツの不等式に入れます。 

(𝒂்𝒂)(𝒃்𝒃) ≥ (𝒂்𝒃)𝟐 

左辺 = ൬𝑭
ଵ
ଶ𝜶൰

்

൬𝑭
ଵ
ଶ𝜶൰ ൬𝑮ି

ଵ
ଶ𝜶൰

்

൬𝑮ି
ଵ
ଶ𝜶൰ 

= ቆ𝜶்𝑭
ଵ
ଶ

்

𝑭
ଵ
ଶ𝜶ቇ ቆ𝜶𝑻𝑮

ଵ
ଶ

𝑻

𝑮
ଵ
ଶ𝜶ቇ 

= (𝜶்𝑭𝜶)(𝜶்𝑮𝜶) 

右辺 = ൬𝑮
ଵ
ଶ𝜶൰

்

൬𝑭
ଵ
ଶ𝜶൰ 

= 𝜶்𝑮
ଵ
ଶ

்

𝑭
ଵ
ଶ𝜶 

元の不等式に戻します 

(𝜶்𝑭𝜶)(𝜶்𝑮𝜶) ≥ 𝜶்𝑮
ଵ
ଶ

்

𝑭
ଵ
ଶ𝜶 

(𝜶்𝑮𝜶)𝟐 > 𝟎 だから、両辺を(𝜶்𝑮𝜶)𝟐で割って 

(𝜶்𝑭𝜶)

(𝜶்𝑮𝜶)
≥

𝜶்𝒈
ଵ
ଶ

்

𝑭
ଵ
ଶ𝜶

(𝜶்𝑮𝜶)𝟐
 

等号が成立つ条件は 

𝒂 = 𝑐𝒃 

( 𝒂 = ቀ𝑭
భ

మ𝜶ቁ,  𝒃 = ቀ𝑮
భ

మ𝜶ቁ ) 

𝑭
ଵ
ଶ𝜶 = 𝑐𝑮

ଵ
ଶ𝜶 

したがって 

𝑭
ଵ
ଶ𝜶 = 𝑐𝑮

ଵ
ଶ𝜶 

の時 

(𝜶்𝑭𝜶)

(𝜶்𝑮𝜶)
 は最低値

(𝜶்𝑭𝜶)

(𝜶்𝑮𝜶)
=

𝜶்𝒈
ଵ
ଶ

்

𝑭
ଵ
ଶ𝜶

(𝜶்𝑮𝜶)𝟐
 

  

(𝜶்𝑮𝜶)

(𝜶்𝑭𝜶)
 は最大値 

(𝜶்𝑮𝜶)

(𝜶்𝑭𝜶)
=

(𝜶்𝑮𝜶)𝟐

𝜶்𝒈
ଵ
ଶ

்

𝑭
ଵ
ଶ𝜶

 

となります。 



V-2-6-3. ラグランジュの未定乗数法 

上述のコーシー・シュワルツの不等式の変形例２つは、ラグランジェの未定乗数法の特定

の場合だとも考えられます。ラグランジュの未定乗数法は、制約条件が与えられた時の最

大最小問題の解法です。図 60 はラグランジュの未定乗数法の理論的な説明図です。  

               
図 60.最小値を求める関数と制約条件の関係 

 

赤い線は制約条件の軌跡です。たとえば𝑔(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣) = 0のような制約です。青い線は最

低値を求める関数で𝑓(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣) = 𝑐のような関数で、変数𝒙によって変動します。𝑐 の増

加に伴って、青い線で囲まれた部分が拡大するとします。ある特定の値を𝑐がとるとき青い

線と赤い線が接します。それ以上拡大すると赤い線と青い線は交差します。赤い線と青い

線が接点あるいは交点を持つ時、関数𝑓(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣)は制約条件𝑔(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣) = 0を満たし

ています。𝑓(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣)が制約条件𝑔(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣) = 0.の内側に囲い込まれていれば、青い

線や赤い線がどんなに複雑な形をしていても、最初に接点を持った時が、制約条件下での c

の最小値であることは明らかです。そして、最後に接点を持つときが最大値になるはずで

す。赤いラインと青いラインが接点を持つ時、二つの線は接線、接する平面を共有し

(∆𝑓 = 𝜆∆𝑔)、法線ベクトルを共有するはずです( ∇𝑓 = 𝜆∇𝑔)。法線ベクトルは、超平面の傾

斜を表すものですから、勾配ベクトルと呼ばれることもあります。  

𝑓(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣)の勾配はベクトルの偏微分によって求めることが出来ます。 

∇𝑓 =
𝜕𝑓(𝒙)

𝜕𝒙
=

⎝

⎜⎜
⎛

𝜕𝑓(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣)

𝜕𝑥ଵ

⋮
𝜕𝑓(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣)

𝜕𝑥௣ ⎠

⎟⎟
⎞

 

𝜆∇𝑔 = 𝜆
𝜕𝑔(𝒙)

𝜕𝒙
= 𝜆

⎝

⎜⎜
⎛

𝜕𝑔(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣)

𝜕𝑥ଵ

⋮
𝜕𝑔(𝑥ଵ ⋯ 𝑥௣)

𝜕𝑥௣ ⎠

⎟⎟
⎞

 



法線ベクトルの共有は次の式であらわせますから 

∇𝑓 = 𝜆∇𝑔 

∇𝑓 − 𝜆∇𝑔 = 0 

𝜕𝑓(𝒙)

𝜕𝒙
− 𝜆

𝜕𝑔(𝒙)

𝜕𝒙
= 0 

𝜕൫𝑓(𝒙) − 𝜆𝑔(𝒙)൯

𝜕𝒙
= 0 

ここでラグランジュの未定乗数法の関数を以下の式で表します。 

𝐿(𝒙, 𝜆) = 𝑓(𝒙) − 𝜆𝑔(𝒙) 

𝜆をラグランジュの未定乗数といいます。 

ラグランジュの未定乗数法は、次のように表せます。. 

𝜕𝐿(𝒙, 𝜆)

𝜕(𝒙, 𝜆)
=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝐿(𝒙, 𝜆)

𝜕𝑥ଵ

⋮
𝜕𝐿(𝒙, 𝜆)

𝜕𝑥௣

𝜕𝐿(𝒙, 𝜆)

𝜕𝜆 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

ここで 

𝐿(𝒙, 𝜆) = 𝑓(𝒙) − 𝜆𝑔(𝒙) 

𝒙 = ൭

𝒙𝟏

⋮
𝒙𝒑

൱ 

です。 

式 66 

計算例 

1.  𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ + 𝑥ଷ
ଶ = 1 という制約条件で𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷの極値を求めます 

極値を求める関数 𝑓(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ)=𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ 

制約条件 𝑔(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ)=𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ + 𝑥ଷ
ଶ − 1 = 0 

𝒙 = ൭

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൱ 

ラグランジェ関数 

𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆) =  𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ − 𝜆(𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ + 𝑥ଷ
ଶ − 1) 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆)

𝜕𝒙
 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆)

𝜕𝑥ଵ
= 1 − 2𝜆𝑥ଵ = 0             i 



𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆)

𝜕𝑥ଶ
= 1 − 2𝜆𝑥ଶ = 0            ii 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆)

𝜕𝑥ଷ
= 1 − 2𝜆𝑥ଷ = 0             iii 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆)

𝜕𝜆
= −(𝑥ଵ

ଶ + 𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଶ − 1) = 0             iv 

I、ii、iii から  

𝑥ଵ =
1

2𝜆
             i′ 

𝑥ଶ =
1

2𝜆
             ii′ 

𝑥ଷ =
1

2𝜆
             iii′ 

i’、 ii’、iii’ を iv に代入 

൬
1

2𝜆
൰

ଶ

+ ൬
1

2𝜆
൰

ଶ

+ ൬
1

2𝜆
൰

ଶ

− 1 = 0 

3

4𝜆ଶ
= 1 

𝜆ଶ =
3

4
 

𝜆 = ±
√3

2
 

ラグランジュの未定乗数の値を i’、 ii’、iii’に代入 

𝑥ଵ = ±
2

2√3
= ±

1

√3
= ±

√3

3
   

 𝑥ଶ = ±
2

2√3
= ±

1

√3
= ±

√3

3
     

𝑥ଷ = ±
2

2√3
= ±

1

√3
= ±

√3

3
 

 

λ       −
√3

2
       

√3

2
 

𝑥ଵ       −
√3

3
       

√3

3
 

𝑥ଶ       −
√3

3
       

√3

3
 



𝑥ଷ       −
√3

3
       

√3

3
 

𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ      −  √3         √3                     

最大値  √3、最小値− √3 

             

2. 𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ = 1と𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଶ = 1という制約条件で𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷの極値を求めます。 

極値を求める関数 𝑓(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ)=𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ 

制約条件 𝑔ଵ(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ)=𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ − 1 = 0 

𝑔ଶ(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ)=𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଶ − 1 = 0 

𝒙 = ൭

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൱ 

𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆ଵ 𝜆ଶ) =  𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ − 𝜆ଵ(𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ − 1) − 𝜆ଶ(𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଶ − 1) 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆ଵ 𝜆ଶ)

𝜕𝒙
 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆ଵ 𝜆ଶ)

𝜕𝑥ଵ
= 1 − 2𝜆ଵ𝑥ଵ = 0             i 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆ଵ 𝜆ଶ)

𝜕𝑥ଶ
= 1 − 2(𝜆ଵ + 𝜆ଶ)𝑥ଶ = 0            ii 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆ଵ 𝜆ଶ)

𝜕𝑥ଷ
= 1 − 2𝜆ଶ𝑥ଷ = 0             iii 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆ଵ 𝜆ଶ)

𝜕𝜆ଵ
= 𝑥ଵ

ଶ + 𝑥ଶ
ଶ − 1 = 0             iv 

𝜕𝐿(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝜆ଵ 𝜆ଶ)

𝜕𝜆ଵ
= 𝑥ଶ

ଶ + 𝑥ଷ
ଶ − 1 = 0          v 

I、ii、iii から  

𝑥ଵ =
1

2𝜆ଵ
             i′ 

𝑥ଶ =
1

2(𝜆ଵ + 𝜆ଶ)
             ii′ 

𝑥ଷ =
1

2𝜆ଶ
             iii′ 

𝑔ଵ(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ) − 𝑔ଶ(𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ) = (𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ − 1) − (𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଶ − 1) = 𝑥ଵ
ଶ − 𝑥ଷ

ଶ = 0 

𝑥ଵ
ଶ − 𝑥ଷ

ଶ = (𝑥ଵ + 𝑥ଷ)(𝑥ଵ − 𝑥ଷ) = 0 

𝑥ଵ = 𝑥ଷ  または  𝑥ଵ = −𝑥ଷ 

𝑥ଵ = −𝑥ଷのとき、 

𝜆ଵ = −𝜆ଶ 



𝜆ଵ + 𝜆ଶ=0. 

(𝜆ଵ + 𝜆ଶ) は ii′の分母だから、𝑥ଵ = −𝑥ଷは採用されない。したがって、 

𝑥ଵ = 𝑥ଷ,  𝜆ଵ = −𝜆ଶ = 𝜆 

これを i′、ii’に入れる。 

𝑥ଵ =
1

2𝜆ଵ
=

1

2𝜆
             i′′ 

𝑥ଶ =
1

2(𝜆ଵ + 𝜆ଶ)
=

1

4𝜆
     ii′′    

i′′、ii’’ を iv に代入 

𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ − 1 =
1

4𝜆ଶ
+

1

16𝜆ଶ
− 1 =

5

16𝜆ଶ
− 1 = 0             iv 

𝜆ଶ =
5

16
 

𝜆 = ±
√5

4
 

これを i’、 ii’ 、iii’に代入 

𝑥ଵ = ±
1

2
√5
4

= ±
2

√5
   

 𝑥ଶ = ±
1

4
√5
4

= ±
1

√5
     

𝑥ଷ = ±
1

2
√5
4

= ±
2

√5
 

λ       −
√5

4
       

√5

4
 

𝑥ଵ       −
2

√5
      

2

√5
  

𝑥ଶ      −
1

√5
      

1

√5
  

𝑥ଷ       −
2

√5
      

2

√5
  

  𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ    −  √5        √5       

最大値  √5 、最小値 −  √5  


